
R3 Strom v0.51

Pomocou maximálnych repeatov vieme zistiť podobnosti v reťazci S. To znamená, že by sme radi 
vedeli efektívne odpovedať na dotazy typu 

findPairs S , k , p1={l , p2∣l , p1, p2 je maximálny repeat, lk}

Optimálny čas pre takúto odpoveď je O(z) kde z je počet zodpovedajúcich párov.
Keď máme k dispozícii zoznam všetkých maximálnych repeatov, ktoré sú utriedené podľa p1 a 
nejaký index, ktorý nás pre dané p1 zanaviguje na začiatok postupnosti zodpovedajúcich repeatov, 
tak tento dotaz vieme počítať skutočne v spomínanom čase. Všetky maximálne repeaty sa dajú 
vypočítať v optimálnom čase O(n+m), kde n je dĺžka reťazca a m je počet maximálnych repeatov. 
Problém je, že m môže byť až O n2. Algoritmus popísaný v [2] je v svojej podstate lineárny a 
prídavný čas O(m) sa objavuje iba keď chceme všetky matche naozaj vypísať. Druhý problém je 
držať v pamäti dátovú štruktúru veľkosti O n2 (zoznam všetkých repeatov). 

V nasledovnom texte si predstavíme dátovú štruktúru – R3 Strom (pracovný názov, vznikol z 
asociácie na kľúčové slová: repeat report representation), ktorá nám umožňuje počítať dotaz 
findPairs S , k , p1 tiež v optimálnom čase. R3 Strom je zároveň skonštruovateľný v čase O(n) a 
zaberá O(n) pamäte. Konštrukcia sa realizuje modifikáciou algoritmu z  [2] pomocou enhanced 
suffix array.

R3 Strom definujeme pomocou suffixového stromu v pojmoch teórie grafov.

Strom
Majme strom T=(V,E,r) s koreňom r∈V, E={ p v  , v ∣v∈V−{v }}, kde p :V−{r}V je funkcia 
priradzujúca každému vrcholu okrem koreňa nejakého rodiča. Malo by platiť, že z každého vrcholu 
sa dá nejako dostať do koreňa: ∀ v∈V : r , v ∈E ∗. 

Ďalej si definujme množinu detí pre vrchol D v ={u∣v , u∈E} a množinu všetkých jeho 
nasledovníkov D  v ={v∣v , u ∈E }, kde E   je tranzitívny uzáver relácie E. 

Označme si depth(v) hĺbku vrchola v. depth(r)=0, depth(v) = depth(p(v))+1 pre v∈V−r 

Rozdeľme si vrcholy stromu na vnútorné vrcholy a listy:
V I={v∈V∣D v ≠∅}, V L={v∈V∣Dv=∅}. Zjavne V=V I∪V L, V I∩V L=∅
Tak isto si môžeme rozdeliť aj hrany, na tie, čo vychádzajú z vnútorných resp. listových vrcholov 
do ich rodičov: E I=E∩V×V I , E L=E∩V×V L. Budeme ich volať vnútorné resp. listové.

Suffixový strom
Majme reťazec S∈∗ dĺžky n. Suffixy S z Suf S ={x∣∃u : ux=S } vieme reprezentovať 
prirodzenými číslami z N n, definujme si bijekciu str : N n Suf S , str k =S [ k.. n−1].
Označme si l : E I

, funkciu, ktorá každú vnútornú hranu označí nejakým reťazcom.

Označme si l ∗ :V I
 , funkciu, ktorá každému vnútornému vrcholu v priradí reťazec, ktorý je 

1 Toto je DRAFT v slovenčine. Výsledný článok bude prepísaný do angličtiny, kvôli zložitosti 
prekladu niektorých dôležitých pojmov.



konkatenáciou všetkých označení vnútorných hrán na ceste od v do koreňa r, tj. keď 
r=v0 , v1 , .. , vk=v, ∀ i=1..k : v i−1= p v i, potom l ∗v=l v0 , v1l v1 , v2 ..l vk−1 , v k 

Definícia: T=(V,E,r,l,l ∗) je suffixový strom pre reťazec S dĺžky n, akk: 

(1) (V,E,r) je strom s koreňom

(2) V L=N n

(3) ∀ v∈V I : l∗ v =x⇒∀ d∈D v∩V L :∃ z∈∗ : str d =xz

(4) ∀ v∈V I ,∀ a ,b∈ , x , y∈∗ : v , u∈E I∧v , w ∈E I∧l v , u=ax∧l v , w=by ⇒a≠b

LC-Bucket Tree
Predtým, než sa pustíme na opis R3 Stromu, opíšeme si ešte jednu štruktúru, pomocou ktorej sa 
nám bude ľahšie definovať R3 Strom: LC-Bucket Tree.

Nech ¢ je špeciálny znak, ktorý nepatrí do . Označme ¢=∪{¢}. Definujme funkciu 
LC : N n¢, ktorá priradí suffixu jeho ľavý kontext (znak, naľavo od jeho začiatku v S)

LC 0=¢, ∀ 0in : LC i =S [i−1]

Definícia: LC-Bucket tree T' je 6-tica (V',E',r,l',lcp,b), kde

(1) T=(V,E,r,l,l ∗) je suffixový strom nad reťazcom S dĺžky n. Symboly V I , V L , E I , E L majú ten 
istý význam ako pri definícii stromu.

(2) V ' :=V I∪B

(3) E ' :=E I∪EB

(4) l ' : E B¢

(5) lcp :V IN n, lcp v=∣l∗ v ∣

(6) b :V I×¢2N n

b v , a={u∈V L∣v , u∈E∧LC u =a } t.j pre nejaký vrchol vracia množinu jemu prislúchajúcich 
suffixov s určitým ľavým kontextom (LC-Bucket). 

Pre neskoršie použitie si definujme aj množinu všetkých suffixov v podstrome vrchola v s daným 
ľavým kontextom: b :V I×¢2N n

b v , a={u∈V L∣v , u∈E∧LC u =a }

B={bv , a∣v∈V I , a∈¢} je množina LC-Bucketov, je to rozklad množiny N n

E B={v , b v , a ∣v∈V I , a∈¢ , bv , a≠∅}

l ' v ,b v , a=a je označenie hrany left contextom, podľa toho, do akého LC-Bucketu vedie.

Koreň stromu r ostal ten istý.



Toto je príklad Suffixového stromu. Hrany sú orientované, avšak kvôli prehľadnosti sme ich 
nekreslili ako šípky. Pre každú hranu (u,v) však platí, že u je naľavo a v napravo. To isté platí aj pre 
ďalšie obrázky.



Toto je príklad zodpovedajúceho LC-Bucket stromu. Hrany z E B sú označené zeleným a hodnota l' 
je k nim dopísaná zeleným písmom. Šedé číslice pri vnútorných vrcholoch sú lcp hodnoty.



R3 Strom
Na začiatku treba upozorniť, že R3 strom nie je už strom v grafárskom slova zmysle a dokonca ani 
DAG. Hrany z EU a E B2 narúšajú vlastnosť stromu a hrany z Eup narúšajú vlastnosť DAGu. Je však 
stále na mieste chápať túto štruktúru ako prikrášlený LC-Bucket strom, preto ponechávame výraz 
R3 strom.

Definícia: R3 Strom T' je 6-tica (V',E',r,l',lcp,b), kde

(1) T=(V,E,r,l,lcp,b) je LC-Bucket Tree pre reťazec S dĺžky n. Symboly V I , E I , B , EB majú ten 
istý význam ako v predošlej definícii.

(2) V ' :=V∪U

(3) E ' :=E I∪EU∪E B∪E up

(4) l ' : E B∪Eup¢

Označme si B ={b v , a∣v∈V I , a∈¢}

U=B−B je množina union vrcholov. 

E B={v , b v , a ∣v∈V I , a∈¢ , b v , a≠∅}

EU={M 1, M 2∈U×B∣M 1⊃M 2∧M 2≠∅∧¬∃M 3∈U :M 1⊃M 3⊃M 2}

Eup={(v,u)|u , v ∈E I
∧b u , a ⊃b v , a  a súčasne 

∀ w : w , v ∈E I
∧b w , a ⊃b v , a⇒depth wdepth u }

tj. hrany Eup smerujú z vrcholu v do najbližšieho predka, ktorý pridá niečo do b v , a , keďže z 
každého vrchola v∈V I vychádza pre fixné a∈¢ najviac jedna hrana, môžeme si definovať funkciu

up :V I×¢V I, 

up(v,a) = u ak v , u∈Eup, 

up(v,a) = nedef. inak.

l ' v ,b v , a=a
l ' v ,up v , a=a

Prvky množiny U nazývame union vrcholy pretože reprezentujú zjednotenia množín z B.
∀M ∈U :∃B1, .. , Bk∈B : M=B1∪..∪B k. Tieto množiny sa dajú nájsť traverzovaním podstromu 
vrchola M definovaného hranami z EU. Sú to presne prvky z množiny 
DB
 M ={M '∣M , M ' ∈EU

 }∩B.

Môžeme si predstaviť, že v každom vrchole skladujeme dve tabuľky b a up veľkosti ∣¢∣ s 
nasledovným obsahom:

b v , a - link na LC-Bucket alebo na union vrchol alebo NULL
up(v,a) – link na predka alebo NULL



Na nasledovnom obrázku vidíme R3 Strom. Niektoré hrany sme sa v ňom rozhodli reprezentovať 
ako pointre, kvôli prehľadnosti.

Legenda pre vrcholyV I: 



Vlastnosti R3 Stromov
Najprv definície. LC si definujeme aj pre prvky M ∈B :LC b x , a=a

D v ={u∣v , u∈E } množina detí vrchola v

D I
∗ v ={u∈V I∣v , u ∈E I

∗}

DB
∗ M ={M '∈B∣M , M ' ∈EU

∗ } množina LC-Bucketov v podstrome M, vrátane M

DU
∗ M ={M '∈U∣M , M ' ∈EU

∗} množina Union Vrcholov v podstrome M, vrátane M

Lema 1: B je rozklad N n

Dôkaz: Disjunktnosť množín b(v,a), b(v,b), kde a≠b je triviálna

Majme b(v,a), b(u,a) kde v≠u, zoberme si vrchol p, ktorý je ich najnižším spoločným predkom: 
 p , u ∈E I

∗∧ p , v ∈E I
∧[ p2, u∈E I

∗∧ p2, v∈E I
⇒depth  p2depth  p] (p je rôzne od aspoň 

jedného z vrcholov u a v, povedzme, že p≠v)

Keď si zoberieme vrcholy u1:  p , u1∈E I∧u1, u ∈E I
∗ a v1 : p , v1∈E I∧v1, v ∈E I

∗

Tak z vlastnosti (4) suffixového stromu musia mať labely 
hrán  p , u1 a  p ,v1 odlišné prvé písmenko. Z toho a z 
vlastnosti (3) potom vyplýva, že suffixy  z daných bucketov 
sa musia líšiť.

Ku množinám M ∈B  sa nedá vo všeobecnosti jednoznačne priradiť vrchol v taký, že 
b v , LC M =M, pretože môžu existovať vrcholy u,v také, že u≠v∧b u , a=b v , a. 
Vieme, však že musia byť v nejakom vzťahu. O tom hovorí nasledujúca lema.

Lema 2: b u , a =b v , a ⇒u , v ∈E I
∨v , u∈E I

∨u=v

Dôkaz: Nech s∈b u , a . Nech s ,u0, u1, ... , uk=u je cesta od s k u v pôvodnom suffixovom strome 
a s , v0, v1, ... , v l=v je cesta od s k v. Povedzme, že 0<k<l. Dôkaz pre iné varianty je buď triviálny 
alebo podobný. Zrejme u0=v0=p  s , u1=v1= p  p s  , ...⇒uk=vk=u

u=vk ,... , v l=v je cesta po hranách E I.

Všetky vrcholy ktoré ukazujú na nejakú spolonú množinu M ∈B  sú teda usporiadané v ceste. 
Preto môžeme pre každú množinu definovať prvý a posledný vrchol cesty:

first M =u :b u , a=M∧b  p u , a≠M

last M =u :b u , a=M∧∀ v∈D I u :b v , a ≠M

dá sa jednoducho ukázať, že tieto zobrazenia sú dobre definované.

Lema 3: u≠v∧u , v ∉E I
∧v , u∉E I

⇒b u ,a ∩b v , a =∅

Dôkaz: Na základe tej istej úvahy ako v Leme 1. Teraz predpokladáme, že vrchol p, ktorý je 
najnižším spoločným predkom vrcholov u a v, nie je rovný ani jednému z vrcholov u a v. Ináč 
povedané u , v ∉E I

∧v , u∉E I
. 



Nasledujúca lema hovorí, že každá z b množín sa dá vyskladať zjednotením nejakých 
disjunktných podmnožín. Definujme D I u={v∣u , v∈E I }.

Lema 3: ∀ u∈V I ,∀a∈¢ :

1) b u , a = ∪
v∈D I u 

b v , a∪b u , a 

2) ∀ v , w∈D I u  , v≠w :b v , a∩b w , a =∅

3) ∀ v∈D I u :b v , a ∩b u , a=∅

Dôkaz: 1) a 3) Vyplýva z definície b. 2) je dôsledok lemy 3. 

Poznámka: Lema 3/1 nám hovorí o maximálnom vetvení union stromu, ktoré je obmedzené 
maximálnym vetvením suffixového stromu.

Lema 4: b u , a ⊃b v , a ≠∅⇒u , v ∈E I


Dôkaz: Z predpokladov vyplýva b u , a∩b v , a≠∅. Z lemy 2 potom vyplýva: 
u , v ∈E I

∨v , u∈E I
. Z toho v , u∈E I

  nemôže platiť, lebo triviálne 
v , u∈E I

⇒b v , a⊇b u , a , čo je spor s predpokladom.

Lema 5: ∀ u∈V I ,∀a∈¢ ,b u , a ≠∅:

1) b u , a=bu , a  ALEBO

2) b u , a ,b u , a ∈E I

Dôkaz: Nech b u , a ⊃bu , a a nech b u ,a ,b u , a ∉E I, tj. ∃M 3:b u , a⊃M 3⊃bu , a.

Nech z je také dieťa vrchola u, že b  z , a⊇M 3. Vďaka leme 4, také z existuje.

Z toho dostaneme b  z , a∩b u , a ≠∅, čo je v spore s 3) lemy 3. Q.E.D.

Lema 6: ∀M ∈U , M≠∅ :∣D M ∣2

Dôkaz: Nech v :=last M  , a :=LC M 

Podľa lemy 3/1 platí M=b v , a= ∪
w∈DI v

b w , a ∪bv , a . Pričom všetky tieto množiny sú 
disjunktné (lema 3/2 a 3/3) . Nasleduje vylučovacia úvaha:

Kebyže sú všetky prázdne, tak M=∅, čo je spor.

Kebyže je práve jedna neprázdna, povedzme M z tak máme dve možnosti:

1. M z=b v , a⇒M=b v , a⇒M ∉U, čo je spor.

2. M z=b  z , a , z∈D I v ⇒ v≠last M , čo je spor

Z toho vyplýva, že v danom zjednotení sú aspoň dve neprázdne množiny. Ak je medzi nimi b v , a

tak lema 5 hovorí, že existuje hrana medzi M a b v , a. Ak je to množina b  z , a , z∈D I v, tak 



tiež existuje hrana medzi M a b  z , a. Ak neexistuje, tak 
∃b  x , a∈U :b v , a ⊃b x , a ⊃b  z , a  z toho podľa lemy 4: v , x∈E I

∧ x , z ∈E I


⇒ z∉D I v , čo je spor.

Z toho vyplýva, že ∣D M ∣2.

Lema 7: ∀M ∈B , M≠∅ :∣DU
∗ M ∣∣DB

∗M ∣

Dôkaz: Indukciou na ∣DU
∗ M ∣.

Prípad k=0: ∣DU
∗ M ∣=0⇒M ∈B⇒DU

∗ M =∅ , DB
∗M ={M }, 0<1

Predpokladajme, že tvrdenie platí pre všetkyM ∈B :∣DU
∗ M ∣k

Majme teraz ľubovoľné ∅≠b v , a∈B , také, že ∣DU
∗ b v , a ∣=k0. Tzn. b v , a∈U

Nech M 1, M 2, .. , M c sú jeho deti, c2 (z lemy 6). Z definície EU sú to neprázdne množiny a podľa 
Lemy 3/2 a 3/3 sú po dvoch disjunktné. A teda

∣DB
∗ b v , a ∣=∣DB

∗ M 1∣..∣DB
∗ M c∣ a zároveň 

∣DU
∗ b v , a ∣=∣DU

∗ M 1∣..∣DU
∗ M c∣1

Platí  ∀1ic :∣DU
∗ M i∣k a z toho ∀1ic :∣DU

∗ M i∣∣DB
∗ M i∣ a keďže c2 tak platí 

∣DU
∗ b v , a ∣∣DB

∗ b v , a∣  Q.E.D.

R3 Tree Traversal
Majme R3 Strom T=(V,E,r,l,lcp,b).
Predpokladajme, že máme skonštruovaný index veľkosti O(n), ktorý nás pre každú pozíciu(suffix) 
p zanaviguje na vrchol u=findVertex(p) taký, že p∈bu , LC  p

Tvrdenie: ∀ v∈V I :∀a ,b∈¢ , a≠b ,∀ p1∈bv , a  ,∀ p2∈b v , b:

lcp v  , p1, p2 je maximálny match.

Teraz si uvedieme algoritmus pre funkciu findPairs S , k , p1

 0: findPairs(k,p1) 
 1: {
 2:     a:=LC(p1)
 3:     v_start:=findVertex(p1)             
 4:
 5:     for each b∈¢ ,b≠a
 6:     {
 7:         v:=v_start
 8:         d:=NULL  
 9:         while( v defined and lcp(v) >= k)
10:         {
11:             combine(b+(v,b), lcp(v), p1, d)
12:             d:=b+(v,b)
13:             v:=up(v,b)



14:         }
15:     }
16: }

17: combine(v,k,p1,d)
18: {
19:     if ( v=d ) exit
20:     if ( v∈U )
21:         for all v ,u∈EU
22:             combine(u,k,p1,d)
23:     else // (v∈B)
24:         for all p2∈v 
25:             reportRepeat(k, p1, p2)
26: }

Veta 8: findPairs S , k , p1 pobeží v čase O ∣∣z , kde z je počet volaní reportRepeat.

Dôkaz: Keď zavoláme funkciu combine, začne nám postupne traverzovať podstrom union vrchola 
a volať reportRepeat pre každý bucket. Keďže žiaden union vrchol nespracováva dva krát a 
union vrcholov je podľa lemy 7 menej ako bucketov, tak combine beží v čase O(z), kde z je počet 
volaní reportRepeat.

vo funkcii findPairs sa cyklus while (riadky 9-14) opakuje iba dovtedy, kým existujú nejaké 
nové buckety, ktoré by sa dali reportovať pomocou combine.

Konštrukcia R3 Stromu

Reprezentácia Union stromov

Každý R3 strom obsahuje vo všeobecnosti ∣∣ union stromov rôznych veľkostí. Teraz si ukážeme 
jednoduchý spôsob ako representovať union stromy.

Pre každý union strom, tj pre každé písmeno a∈¢ budeme mať dve polia:

valuea resp unionflag a, celých čísel resp. boolean hodnôt. Ku každému z nich si ešte budeme 
pamätať pointer na poslednú definovanú hodnotu topa. Hodnoty b v , a  budeme reprezentovať 
indexom do týchto polí. Union strom budeme budovať bottom-up pomocou dvoch operácií:

add_bucket a add_union. Každá z nich nám vráti index novo vzniknutej množiny. Pre 
demonštráciu prístupu k prvkom union stromu si ukážeme aj funkciu print_node, ktorá nám vypíše 
všetky pozície v danom buckete/union vrchole. 

Predpokladáme, že prvky v bucketoch sú zoradené. Keď máme bucket b∈B , tak size(b) je 
počet prvkov v buckete a b[i] je i-ty prvok bucketu.



 0: print_node(a,k) 
 1: {
 2:     assert(unionflaga[k])
 3:     for(i=k-1;i>valuea[k ];i--)
 4:         if(!unionflaga[i]
 5:             print(valuea[i ]);
 6: }            
 7:       
 8: init_tree(a) 
 9: {
10:     topa=0;
11: }
12: 
13: add_bucket(a,b) :int
14: {
15:     j=topa;
16:     for(i=0;i<size(b);i++)
17:     {
18:         value[j] = b[i];
19:         j++;
20:     }
21:     valuea[j ]=top;
22:     unionflaga[j]=1;
23:     top=j+1;
24:     return j;
25: }
26:
13: add_union(a,k_end) :int
14: {
15:     r=topa;
16:     topa++;
17:     valuea[r ]=k_end;
18:     unionflaga[r ]=1;
24:     return r;
25: }

TODO: Dokázať nejaké vlastnosti a vysvetliť použitie.

V článku [2] autori ukazujú všeobecný bottom-up algoritmus ktorý spracúva lcp-interval stromy, 
alebo enhanced suffix arrays (algoritmus 4.4 na str. 63). lcp interval strom presne zodpovedá 
našemu LC-Bucket stromu nasledovným spôsobom.

1) Vrcholy z V I zodpovedajú lcp-intervalom.

2) u , v ∈E I⇔ interval zodpovedajúci u je rodič intervalu zodpovedajúcemu v.



Bottom-up konštrukcia b  tabuľky.

Tabuľku skonštruujeme bottom-up traversalom lcp-interval stromu. Pomocou algoritmu uvedeného 
v [2]. My už len doplníme funkciu processInterval. treba si uvedomiť, že keď voláme 
funkciu processInterval pre vrchol v, tak už poznáme b w , a  pre ∀w∈D I v . Uvedomme si, že 
b(v,a) máme tiež vždy prístupné. Stačí si zobrať všetky l-indexy intervalu/vrcholu v a roz-
bucketovať ich podľa ich left contextu.

 0: processInterval(v) 
 1: {
 2:     for each a∈¢
 3:     {
 4:         if(b v ,a≠∅)
 5:         {
 6:             if(∃w∈DI v ,b

 w ,a≠∅) // w=“1. také dieťa“
 7:             {
 8:                 add_bucket(a, b(v,a));
 9:                 b  v ,a = add_union(a, bp_end(w));
10:             }
11:             else
12:             {
13:                 b  v ,a = add_bucket(a, b(v,a));
14:             }
15:         }
16:         else // b v ,a=∅
18:         { 
19:             if(∃w∈DI v ,b

 w ,a≠∅) // w=“1. také dieťa“
20:             {
21:                 if(∃z∈DI v ,z≠w ,b

 z,a≠∅) 
22:                 {
23:                     b  v ,a = add_union(a, bp_end(w));
24:                 }
25:                 else
26:                 {
27:                     b  v ,a=b w ,a;
28:                 }
29:             }
30:             else
31:             {
32:                 b  v ,a=∅;
33:             }
34:         } 
35:     }
36: }



Top-down konštrukcia up tabuľky.

Tento krok môže nastúpiť potom ako sme skonštruovali b hodnoty pre celý strom. Začíname od 
koreňového lcp-intervalu, pre ktorý sú všetky hodnoty známe. Potom na neho zavoláme funkciu 
build_up, ktorá na základe up hodnoty vrchola v vie vypočítať up hodnoty pre všetky deti v. Po 
skončení tohoto algorirmu, keď už máme hodnoty  b aj up, môžeme zahodiť pointre vrcholov na 
deti, ktoré sú pre R3 strom zbytočné.

 1: for each a∈¢

 2:     up root,a=∅
 3: build_up(root) 
 0: build_up(v)
 1: {
 2:     for each a∈¢
 3:     {
 4:         if(b v ,a≠∅)
 5:         {  
 6:             for each w∈DIv 
 7:                 up(w,a)=v;
 8:         }
 9:         else // b v ,a=∅
10:         {
11:             if(∃w∈DI v ,b

 w ,a≠∅) 
12:             {
13:                 for each z∈DI v ,z≠w
14:                     up(z,a)=v;
15:                 if(∃z∈DI v ,z≠w ,b

 z,a≠∅) 
16:                 {
17:                     up(w,a)=v;
18:                 }
19:                 else
20:                 {
21:                     up(w,a)=up(v,a);
22:                 }
23:             }
24:             else
25:             {
26:                 for each w∈DIv 
27:                     up(w,a)=up(v,a);
28:             }
29:         } 
30:     }
31: }
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